TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XIIl-a 2023,
Targu Lapus, 26.08.2023-01.09.2023
Clasa a X-a

1. Se considera functia f : R — R care verifica
f(f(x)+y)=3x+f(f(y)-2x),vx,yeR.
a. Aratati ca functia f este surjectiva.
b. Determinati toate functiile care verifica conditiile de mai sus.

2. a. Aratati ca
|a]-|o—c| <|b||c—a|+]|c|-|a—b|, Va,b,c e C.
b. Daca O este un punct in planul triunghiului ABC aratati ca
OAsin A<OBsinB+0CsinC.

3. Fie n >3 un numar natural. Pe fiecare din laturile de lungime n ale unui triunghi echilateral se
considera cate n—1 puncte care o impart in n segmente de lungime 1. Prin aceste puncte se duc
paralele la laturile triunghiului si se obtine o retea de triunghiuri de laturd 1. Notdm cu M multimea
tuturor varfurilor acestor triunghiuri.

a. Determinati multimea A a tuturor numerelor naturale n pentru care M contine un numar par de
puncte si contine centrul de greutate al triunghului.

b. Pentru n e A, consideram o multime V de vectori ale caror capete (originea si varful) sunt toate

- -2
distincte si formeaza multimea M . Notdm cu v suma vectorilor din V. Ardtati ca M este un numar

natural divizibil cu 4.
Cristi Savescu

Nota: Fiecare problemd se noteazdi cu puncte dela 0la 7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. Se considera functia f : R — R care verifica
f(f(x)+y)=3x+f(f(y)-2x),vx,yeR.
a. Aratati ca functia f este surjectiva.
b. Determinati toate functiile care verifica conditiile de mai sus.

Solutie. a. Pentru y =—f (x)= f (0)=3x+ f (f (—f (x))—2x), adici

F(F(=F (X)) =2X) = =3XF £ (0) . v 2p
Fie g,h:R >R, g(x)=-3x+f(0),h(x)=f (—f (X))—ZX atunci relatia se scrie
(foh)(x)=9g(x),VxeR, iar functia g este surjectivi = functia f este Surjectiva...........c.cccoeuu.. 2p

b. Deoarece f este surjectiva = 3x, € R cu f(x,)=0.

Pentru x=x, = f(y)=3%+f(f(y)-2%)= f(y)-2% =%+ f(f(y)-%) VyeR.
Dinnou f este surjectiva deci pentru Vt € R,3y e R astfel incat f (y) =t+2x, < f (y)—ZX0 =t
Ecuatia devine t=x,+ f (t)= f (t)=t—x,

Verificand in ecuatia datd avem X+ Yy —2X, =3X+y—2X—2X,(A),vx,y e R

Deci functiile cerute sunt de forma f (x) = X4 C,C € R . s 3p

2. a. Aratati ca
|a|-|b—c| < |b||c—a|+]|c|-]a—b],Va,b,ceC.
b. Daca O este un punct in planul triunghiului ABC aratati ca
OAsin A<OBsinB+0CsinC.

Solutie. a. a(b—c)=b(a—c)+c(b—a)«<>ab—ac=ab—-bc+bc—ac(A),va,b,ceC............. 2p
Atunci |a|-lb—c|=|a(b—c)|=|o(a-c)+c(b—a) < |p(a—c)/+|c(b—a)| =|b|lc—a] +|c|[fo—a]. ......... 2p
b. Alegem un reper cu originea in O si A(a),B(b),C(c). Atunci |a]=0A,|b—c|=BC =2Rsin A si
analoagele. Inlocuim in relatia de la a. §i rezultd CONCIUZIA.  .vovvveeveceeeereceeeee e 3p

3. Fie n >3 un numar natural. Pe fiecare din laturile de lungime n ale unui triunghi echilateral se
considera cate n—1 puncte care o impart in n segmente de lungime 1. Prin aceste puncte se duc
paralele la laturile triunghiului si se obtine o retea de triunghiuri de laturd 1. Notdm cu M multimea
tuturor varfurilor acestor triunghiuri.

a. Determinati multimea A a tuturor numerelor naturale n pentru care M contine un numar par de
puncte si contine centrul de greutate al triunghului.



b. Pentru ne A, consideram o multime V de vectori ale caror capete (originea si varful) sunt toate
- —12
distincte si formeaza multimea M . Notam cu v suma vectorilor din V. Aratati ca M este un numar

natural divizibil cu 4.

Cristi Savescu
Solutie. a. Pentru ca G € M |, trebuie ca dreapta paraleld cu una din laturile triunghiului mare care trece
prin G sa fie din retea. Aceasta intersecteaza celelalte douad laturi in punctele X,Y € M care impart

aceste laturi in raport 2:1. Atunci, deducem c@ N=3K . ...ccccccoiiiiiiiiiiiiiiiin e 2p
Cum G este mijlocul lui XY si XY =2k, deducemca GeM .

o s g ) . (3k +1)(3k+2)
Pentru ca M sa aiba un numar par de puncte, atunci 2 divide 1+2+3+...+(n +1) = > ,
deci 4|(3k+1)(3k+2) < 4|(k+3)(k+2)=k=4p+1 sau k=4p+2,peN deci n=12p+3 sau
N =12 P4 6, P E N L i e e e r e nrs 2p

b. Fie M ={A,A,,...,A,}.Cum G este centrul de greutate pentru M , avem Z@{:O(l)
Cum \722%22(8?4@) iar punctele B,,C, formeaza multimea M avem ca

v=3 AG+2376C 23 6c;. Awnci fif =43,

Toti vectorii GC, se descompun in cate doi vectori, fiecare pe una din doud directii date dintre laturile

2

triunghiului. Atunci ZG—C. va avea componentele a si b pe aceste directii, a,b € Z, iar cum unghiul

2
dintre ele este de 60° sau 120", avem ‘Z GC,| =a’+b*+abeN, de unde rezultd concluzia. ........ 1p




